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Teil B: Thermodynamische
Funktionen, Berechnungen und
mathematische Methoden

Vorbemerkung

In Teil A (Kap. 1 bis 10) wurden die empirischen, physikalisch-chemischen
Grundlagen und Grundgesetze erlernt und mit einfachsten mathematischen
Methoden bearbeitet. Dies geniigt fiir viele einfache, wichtige Anwendun-
gen der Thermodynamik. Zur Herleitung exakter mathematischer Beziehun-
gen zwischen den verschiedenen thermodynamischen Grossen benotigt man
weitergehende Methoden. Hiermit kann man dann auch komplexere ther-
modynamische Probleme behandeln. Das ist das Ziel des folgenden Teils B
der Vorlesung. Die praktische Bedeutung solcher weitergehender Rechnungen
besteht darin, dass man oft aus bekannten gemessenen Grossen thermody-
namischer Systeme neue, benotigte Grossen berechnen kann, ohne neue Ex-
perimente durchzufithren, oder dass man Experimente so planen kann, dass
sehr einfache Messungen fiir die Ermittlung von komplexen Grossen geniigen,
deren direkte Messung sehr schwierig oder praktisch unmoglich ware. Die fol-
genden Stichworte sollen als kompakte Sammlung wesentlicher Bezichungen
und Formeln dienen. Sie sind kein Skript und kein Lehrbuch. Fiir ausfiihrliche
Darstellungen sei auf die im Verzeichnis zitierte Lehrbuchliteratur hingewie-
sen (z.B. Margenau Murphy Bd. 1 und Perrin fiir die Mathematik, Denbigh
fiir die Thermodynamik).
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B.1. Thermodynamik und Funktionen von
mehreren Variablen

Die Zustédnde von thermodynamischen Systemen kénnen in einem Zustands-
raum betrachtet werden, der durch eine abhéngige Variable (Funktion) als
Funktion von F' unabhéngigen Variablen dargestellt wird, wobei F' die Zahl
der Freiheitsgrade ist. Die frei wéhlbaren Punkte im Raum der Dimension
F' legen den Zustand fest. Alle anderen Eigenschaften ergeben sich dann aus
der Natur des thermodynamischen Systems. Als einfachstes Beispiel konnen
wir die Darstellung des Volumens V = f(p,T) eines reinen Gases mit den
unabhéngigen Variablen p, T" wéhlen. Die Festlegung von p und 7' legt un-
ter den betrachteten Bedingungen auch V' fest. Man kann aber auch p(V,T)
oder T'(p,V) oder U(V,T), H(p,T), G(p,T) oder S(p,T) darstellen. Wei-
terhin konnte man auch U(S,V), oder S(U,V) oder S(V,T) betrachten.
Die Verwendung diverser mathematischer Beziehungen in der Thermodyna-
mik (auch wesentlich komplexerer Systeme mit mehr Freiheitsgraden) lduft
im Wesentlichen auf die Umrechnung zwischen diesen Darstellungen hinaus.
Was man berechnet, héngt dann von der physikalisch-chemischen Problem-
stellung ab. Es sei hier bemerkt, dass prinzipiell Zustédnde in einem grosseren
“Raum” mit mehr als F' Variablen betrachtet werden kénnten, wenn mehrere
Phasen ohne Gleichgewicht vorliegen. Wenn Gleichgewicht zwischen mehre-
ren Phasen vorliegen soll, beschréankt die Gibbssche Phasenregel jedoch die
moglichen Gleichgewichtszustéinde auf den erwédhnten Unterraum. Die ande-
ren Zustdnde sind nicht moglich (oder keine Gleichgewichtszusténde). Eine
wichtige Eigenschaft von Gleichgewichtszustédnden besteht darin, dass sie nur
durch Angabe der Werte der unabhéngigen Variablen festgelegt sind, die Vor-
geschichte oder der “Weg” dahin ist unwesentlich. Es geht also zunéchst um
die mathematischen Eigenschaften von solchen Funktionen mehrerer Varia-

blen.
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B.2. Funktion von zwei Variablen, partielle
Ableitungen und totale Differentiale
Wir betrachten eine Funktion
z=F(z,y)

Geméss der Graphik ist das eine Fldche in einem dreidimensionalen Raum.

f aF}{ax|xU' Yo

.~ (X0, ¥0)

X
Bild B1: Eine Funktion von 2 Variablen.

Das betrifft zum Beispiel reine Phasen eines Stoffes. Wir definieren die par-
tiellen Ableitungen nach x bei konstantem y

(5),~ (&), L

und nach y bei konstantem x

(55).(3). ®

In der Graphik ist (0z/0z)y beispielhaft als Steigung der Funktion F'(x,yq)
an der Stelle g, yo dargestellt. Nicht immer ist die Reihenfolge der Differen-
tiationen unwesentlich (es gilt also mathematisch nicht immer)

(@ (5) = (5 (55)) ®

Wenn jedoch die Funktionen und ihre Ableitungen stetig sind, gilt

0 (0:\_ 0 (0= _ "
oxdy Ox \Oy) Oy \O0r) Oyox
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Das gilt praktisch stets fiir die Funktionen der Thermodynamik und wird
auch als Satz von Schwarz bezeichnet. Betrachtet man eine differentielle
Anderung dz, so liasst diese sich nach der Taylorschen Entwicklung aus den
unabhéngigen Beitrigen der Anderungen dz und dy zusammensetzen, man
nennt dies ein totales Differential.

0z 0z
e (5) 0 (3) 0

= A(z,y)dz + B(z,y) dy (5b)

~—~

ba)

mit den Funktionen

Geméss Gl. (4) gilt

Diese allgemeine Beziehung findet in der Thermodynamik vielfaltige Anwen-
dung. Man spricht hier auch von einer Pfaffschen Form oder einem exakten
Differential (mit Bezug zur Pfaffschen Differentialgleichung und dem Prinzip
von Carathéodory, welches wir hier nicht weiter behandeln, siehe Literatur,
z.B. Miinster). Die Giiltigkeit von Gl. (7) ist im {ibrigen eine notwendige
und hinreichende Bedingung, dass Gl. (5) ein exaktes Differential ist. Wir
werden weitere Beziehungen spéter angeben. Die Beziehungen lassen sich in
offensichtlicher Weise auf Funktionen mehrerer Variablen verallgemeinern.
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B.3. Grundgleichungen fiir extensive Zustands-
funktionen der Thermodynamik

Enthalpie:
H=U+pV (8)

Helmholtzenergie (auch freie Energie):
A=U-TS 9)

Gibbsenergie (auch freie Enthalpie, oder auch freie Energie, nach Gibbs)

G=U-+pV -TS (10a)
—H-TS (10b)
=A+pV (10c)
Totale Differentiale:
dU=TdS —pdV (11)

Anmerkung: Nach dem ersten Hauptsatz ist auch dU = §Q,.., + W, woraus
sich (11) ergibt, unter den entsprechenden Voraussetzungen. Aus GI. (8)
erhédlt man mit der Produktregel:

dH = dU + pdV + Vdp (12a)
= TdS + Vdp (12b)

((12b) ergibt sich mit Gl. (11)). Analog erhilt man aus Gl. (9)

dA =dU —TdS — SdT (13a)
= TdS — pdV — TdS — SdT (13b)
Also:dA = —SdT — pdV (13c)

(fiir (13b) verwendet man Gl. (11)). Ebenfalls erhélt man aus Gl. (10)

dG = dA + pdV + Vdp (14a)
= —SdT + Vdp (14b)

Aus Gl. (11) kann man eine Gleichung fiir d .S erhalten

1 j%
= _ L 1
ds TdU+ Tdv (15a)
1
= —dH — de (15b)

T T
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Betrachtet man die allgemeine Schreibweise der Differentiale, z.B.

ou ou
dU=(—) d — ] d 1
@) @)
so ergibt sich durch Koeffizientenvergleich
ou
—_— =T 1
(55), o
ou
) =_ 1
(57) - (18)
Analog ergibt sich aus den Gleichungen fir dH, dA, dG, d5S:
OH
) =7 19
(5), 1)
OH
/) =v 20
( Ip )s (20)
0A
- = — 21
(ar), = &
0A
= — 22
(Gv), = .

(%) - s o
9GY _y (24)
H-
ou), T

(%),
(),
(5),-F

Man kann diese Gleichungen allgemein benutzen, um die Zustandsfunktionen
durch Integration explizit zu erhalten (auch aus entsprechenden experimen-
tellen Daten). Ein Beispiel, das wir schon im Kapitel 1 behandelt haben, ist



die Entropie
U

1
S(U) =S(Uy) + / TdU bei V' = const. (29)
Ug

Bei Kenntnis der Funktion U(T) oder T~(U) ergibt sich auch S(T'), soweit
eindeutig definiert (ohne Phasenumwandlung). Anwendung des Schwarzschen
Satzes (Gl (4) und (7)) auf Gl. (13) und (14) ergibt

(2),-(3),
) --()

Die praktische Bedeutung von Gl. (31) liegt darin, dass man die Druck-
abhéngigkeit der Entropie bei konstanter Temperatur durch Messung des
thermischen Ausdehnungskoeffizienten (o< (0V/9T'),) eines Stoffes bei kon-
stantem Druck erhalten kann. Das ist eine einfache “thermomechanische”
Grosse. Uberzeugen Sie sich, dass Sie durch Integration bei T' = const. aus
Gl. (30) mit Hilfe der Idealgasgleichung die schon aus Teil A bekannte Volu-
menabhéngigkeit der Entropie erhalten, sowie analog aus Gl. (31) die Druck-
abhéngigkeit. Warmekapazititen sind weitere einfach messbare Grossen

a=(5) (52)

Setzt man in Gl. (15b) p = const., (dp = 0), so ergibt sich durch Einsetzen
s

=T = 4

=7 (57) (34)

ebenso mit (15a) und V' = const

co-r (%) "

Diese 35 Gleichungen bilden die Grundlage vieler niitzlicher Rechnungen,
wobei man sich Gl. (1-15) und (32-35) besonders einpréigen sollte. Alle an-
deren und zahlreiche weitere lassen sich in sehr einfacher Weise hieraus er-
zeugen. Die hier angegebenen Grundgleichungen geniigen, um praktisch alle
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thermodynamischen Funktionen reiner Stoffe auf die Messung sehr einfacher
Grossen zuriickzufiihren. Weitere Uberlegungen sind bei der Betrachtung von
Mischungen und chemischen Reaktionen notwendig, wie im folgenden Ab-
schnitt zu zeigen ist. Als Ergénzung zu Gleichung (30-35) hétte man noch
gerne die Volumen- und Druckabhéingigkeit der inneren Energie und der Ent-
halpie. Hierzu gehen wir wie folgt vor. Wir schreiben zunéchst das totale
Differential dS als Funktion von dV und dT.

oS 0S
_ (9 Cv
= (aT)vdV—i— - dT (36D)

wobei wir Gl. (30) und (35) verwendet haben, um (36b) zu erhalten. Nun
setzen wir dS in Gl (11) ein

. ap CV
dU =T [(8_T) , dV + ?dT] — pdV (37a)
= |T @ — dV + Cy dT (37b)
Also ist
oU op
il 722 _
(), =7 (57), (350)
oS
=T (W>T —p (38Db)

Gl (38a) gibt die Volumenabhéngigkeit von U in Form einfach messbarer
Grossen. Analog gehen wir fiir dH vor, mit

oS oS
s N ar
s (8}9)po+ (8T>pd (39a)
oV c,

Wir setzen dS in Gl. (12) ein

c, oV
oV
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Also ist

e
=V+T (%)T (41b)

Gl. (41a) gibt uns die Druckabhéngigkeit der Enthalpie in Form einfach mess-
barer Grossen. Durch Einsetzen der Idealgasgleichung kann man sich davon
iiberzeugen, dass fiir ideale Gase U nicht von V, und H nicht von p abhéngt.
Allgemein erhalten wir aus den Gleichungen (30) - (41) die Tempera-
tur-, Volumen- und Druckabhéngigkeit der Grundfunktionen U, H, S in Form
leicht experimentell bestimmbarer Grossen fiir reine Stoffe und Einphasen-
systeme, woraus man dann die Funktionen A und G erzeugen kann. Die
Gleichungen werden gelegentlich auch als Zusammenfassung der “thermody-
namischen Zustandsgleichung” reiner Stoffe bezeichnet.

B.4. Allgemeine Gleichgewichtsbedingungen

Aus den Gleichungen fiir die Differentiale und dem 2. Hauptsatz ergeben
sich nach dem in Teil A (Kap. 1 bis 10) fiir G ausfiihrlich diskutierten Ver-
fahren die Gleichgewichtsbedingungen thermodynamischer Systeme, mit den
Randbedingungen verschiedener festgehaltener unabhéngiger Variablen als
Maximal- oder Minimalprinzip, sowie analog die Klassifizierung reversibler,
irreversibler natiirlicher, und unnatiirlicher (unmoglicher) Prozesse. Die Er-
gebnisse sind in der folgenden Tabelle aufgefiihrt.
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1. Die abhingige Variable nimmt im Gleichgewicht einen
Maximalwert an.

Abhiingige Variable Festgghalteni unabhang’l’ ge
Variablen “x,y=const
g uv
(oder H, P)
p GT
(oder H, S)

2. Die abhingige Variable nimmt im Gleichgewicht einen
Minimalwert an.

Festgehaltene unabhéngige

Abhingige Variable Variablen

G P T

vV, T

P S

V,S§
U SoderA, T
A, Voder G, P

NI < |||

B.5. Das Chemische Potential

Wir betrachten eine homogene Phase mit k verschiedenen Substanzen. Die
innere Energie U wird nun zusétzlich zu .S und V noch von den Stoffmengen
n; der Stoffe B; abhdngen. Wir kéonnen schreiben

ouU ouU =k rou
dU = [ — d — d dn; 49
U (85) s+(w)5m v+z(an> n (42)

wobei in dieser Gleichung n; kollektiv fiir alle Stoffe B; konstant genommen
wird, wenn an der partiellen Ableitung n; steht, ausser wo explizit ein n;
durch n;; ausgeschlossen wird. Fiir konstante Werte n; gelten offenbar die
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fritheren Gleichungen, also

ou
-~ T 43
(5)... (1)
ou
- — 44
Wir definieren das chemische Potential p; nach Gl. (45)
def. (OU
el 45
: (a”i)s,v,n#. 45)

womit aus Gl. (44) Gl. (46) erhalten wird
dU =TdS — pdV + > pdn; (46)

Diese Gleichung wird auch als Gibbssche Fundamentalgleichung bezeichnet.
Wir addieren auf beiden Seiten d(pV —T'S), um einen analogen Ausdruck fiir
dG zu erhalten, da wir normalerweise als Randbedingungen in der chemischen
Thermodynamik (p,T") = const bevorzugen, da

G=U+pV -TS (GL(10))
wird geméss der Produktregel der Differentialrechnung

dG = AU + d(pV — TS) = dU + pdV + Vdp — TdS — SdT (472)
= TdS — pdV + 2% pidn; + pdV + Vdp — TdS — ST (47b)
= —SdT + Vdp + 3F, judn; (47¢)

Allgemein gilt natiirlich:

oG oG LNTe
dg = (= dT+(—) dp+ j( ) dn; 47d
( oT ) p,n; ap Tn; Y i=1 ani T\pynjz; ( )

Durch Koeffizientenvergleich in Gl. (41c) und Gl. (41d) folgt also insbeson-

dere 50 o
s = (a ) . (a ) (48)
nl T,p,nj¢i nz S,V,TLj#i

neben den schon in Gl. (23) und (24) gegebenen Ableitungen. Deshalb wird
das chemische Potential p; auch haufig als partielle molare Gibbsenergie
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bezeichnet. p; ist eine intensive Grosse wie p und T und ebenso wie eine
Temperaturdifferenz AT als “Potential” fiir einen Warmefluss zum Tem-
peraturausgleich betrachtet werden kann, wirkt das “chemische Potential”
als Grundlage fiir einen Substanztransfer zum Konzentrationsausgleich bei
Diffusion oder zur Gleichgewichtseinstellung bei einer chemischen Reaktion.
Hierin liegt die grosse Bedeutung des chemischen Potentials fiir die Chemie.
Vollig analog zur obigen Herleitung fiir dG léasst sich zeigen (Aufgabe!)

dH = TdS + Vdp + S5 psdn; (49)
dA = —SdT — pdV + 3% pdn; (50)
1 p ko
ds = =AU + =dV S dn; (51)
it OH A
w=(G5n). = () (52)
©/ Spnjs; v/ T\WVing4,
und e
Hi ( ) (53)
T 8nl UVinjz;

Gl. (51) wird als Entropiedarstellung der Gibbsschen Fundamentalgleichung
bezeichnet.

B.6. Phasengleichgewicht

Wir betrachten ein System mit einer Komponente aus zwei Phasen o und (3
bei der Randbedingung p = const, T' = const. Die Gleichgewichtsbedingung
ist, dass G ein Minimum hat, also

dG =0 = dG@ +dG¥ (54)

wobel

G =G +G¥ (55)

Das Gesamtsystem sei geschlossen (ohne Stofftransfer nach aussen), aber jede
Phase fiir sich sei ein offenes System, es ist also Stofftransfer zwischen den
Phasen zur Gleichgewichtseinstellung moglich. Wegen dp = 0, d7" = 0 gilt

offenbar
dG = pdn® + P dn® =0 (56)

mit

dnl® = —dn?@ (57)
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da dn'® + dn® = 0 nach unserer Voraussetzung. Also ist
pdn'@ — 1B dnp® =@ (58)

,U(a) — ,U(ﬁ) (59)

Die Gleichgewichtsbedingung ist also, dass das chemische Potential des Stof-
fes in beiden Phasen gleich ist. Dies lisst sich offenbar auf k Stoffe erweitern,
wobei fiir jeden Stoff B; gilt

i = (60)

Wenn mehr als zwei Phasen im Gleichgewicht vorliegen, muss offenbar eben-

falls gelten
(@) (8) () = .. (61)

My = Hy = 1y

Die Gleichgewichtsbedingung Gl. (61) erlaubt uns ein einfaches Verstandnis
der Phasenregel. Die Zahl unabhéngiger intensiver Variablen ohne irgendwel-
che zusétzlichen Bedingungen wire fiir K Komponenten (unabhéngige Stoffe
oder Molekiilarten) durch 2 = (p,T') plus die Anzahl von Molenbriichen x;
(Konzentrationen) der Stoffe in jeder Phase gegeben, also P(K — 1) fiir p
Phasen, da nur K — 1 Molenbriiche x; frei wihlbar sind und ein Molenbruch
durch die Bedingung > "x; = 1 festgelegt wird. Die Totalzahl Z der Variablen
wire also

Z=PK-1)+2 (62)

Diese sind jedoch nicht alle unabhéngig, frei wéhlbar, da es insgesamt K (P—1)
algebraische Gleichungen vom Typ der G1.(60) gibt, die es uns erlauben, einen
Teil der Variablen aus den anderen zu berechnen. Die verbleibende Zahl der
frei wiahlbaren Variablen ist dann

F=7Z-K(P-1) (63a)
=PK-1)+2—-K(P-1) (63b)
=K+2-P (63c)
oder

F+P=K+2 (63d)

Sofern alle Stoffmengen unabhéngig variabel sind, sind die hier einzusetzen-
den Zahlen der Komponenten K gerade die Zahlen der Molekiilarten. Sofern
jedoch Gleichgewichte zwischen diesen Stoffen die relativen Konzentratio-
nen festlegen, wiirde fiir jede linear unabhingige Gleichgewichtsreaktion die
Gleichung fiir die Gleichgewichtskonstante die Zahl der Freiheitsgrade um 1
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erniedrigen. Man miisste also die Zahl R solcher Gleichgewichte auf der rech-
ten Seite abziehen. Es hat sich aber eingebiirgert, die Zahl der Komponenten
K so zu definieren, dass diese Bedingung beriicksichtigt wird, also

K=N-R (64)

wobei N die Gesamtzahl der Stoffe oder Molekiilarten ist. Hierbei kommt es
allerdings darauf an, dass sich ein Gleichgewicht zwischen mehreren Stoffen
wirklich einstellt. Wenn man also das System Hy/O5/H50 betrachtet, so be-
steht dies aus drei Komponenten, wenn sich in der Gasmischung das Gleichge-
wicht zwischen Hy, Os und HyO nicht einstellt, aber nur aus zwei Komponen-
ten, wenn man mit einem Katalysator (z.B. Pt) fiir Gleichgewichtseinstellung
geméss

2H, + O, = 2H,0 (65)

sorgt. Umgekehrt ist fiir reines fliissiges Wasser die Zahl der Komponen-
ten stets eins, unabhéngig davon, wie viele verschiedene Teilchen man hier
annimmt (z.B. HT, H;0", OH™, H;03, (H;0),, ...), sofern nur alle diese
Teilchen im Gleichgewicht stehen, da man fiir jedes zusétzlich eingefiihrte
Teilchen (Molekiil, Ton, ...) eine zusitzliche Reaktionsgleichung erhélt. An-
wendungsbeispiele fiir die Herleitung thermodynamischer Beziehungen bei
Phasengleichgewichten reiner Stoffe: Clausius-Clapeyron-Gleichung, Planck-
sche Gleichung (Denbigh Kap. 6.2 — 6.4)

B.7. Chemisches Gleichgewicht und
“Reaktionsgrossen”

Wir betrachten geméss Kap. 0 eine chemische Reaktion der allgemeinen Form

oder
—l/lBl — VQBQ — 1/333 L. = l/an + Vn—i—an—l—l e (66b)

oder
|l/1| Bl + |l/2| BQ + |V3| Bg cee = l/an + Vn+1Bn+1 + ... (66C)

Hierbei werden die Reaktanden auf die linke, die Produkte auf die rechte
Gleichungsseite geschrieben. Die v; sind positiv fiir Produkte, negativ fiir
Reaktanden. Die Reaktionslaufzahl & nach de Donder erlaubt es uns, den
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Reaktionsfortschritt unabhéngig vom betrachteten Stoff zu formulieren (siehe

Kap. 0):
n; — Mo

€=

mit n; als Stoffmenge fiir B; und n;y als Stoffmenge von B; zu Beginn der
Reaktion (mit £ = 0). Es gilt offenbar

dn;

Vi

(67)

Vi

d¢ = (68)

wobei ¢ und d¢ nicht mehr vom betrachteten Stoff B; abhédngen. Hiermit
erhalten wir aus Gl (47):

dG = —SdT + Vdp + 35 juivdé (69a)

aG) (aa> (aa)
= () ar+ (=) dp+ (=) d¢ (69b)
(aT e ) e %€ ),

Koeffizientenvergleich in Gl. (69) ergibt

(%) i (70)

Diese Grosse hat noch eine naheliegende Interpretation: Es ist die Differenz
der chemischen Potentiale y; oder der partiellen molaren Gibbsenergien der
Produkte minus der entsprechenden Grossen der Reaktanden fiir einen For-
melumsatz. Man schreibt auch

AG ="y (71)

Dabei ist zu beachten, dass es sich hierbei um eine intensive Grosse handelt
(die p; sind ebenfalls intensive Grossen). Anschaulich entspricht A,G der
Anderung der Gibbsenergie des Systems, wenn die Reaktion bei hypothe-
tisch konstant gehaltener Zusammensetzung um einen Formelumsatz fort-
schreitet (A€ = 1 mol). Man kann A, als Abkiirzung der Schreibweise eines
Differentialoperators auffassen

Nach de Donder nennt man das negative (—A,G) auch Affinitét der Reak-
tion. Geméss den allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen lauft bei (p, T') =
const. eine Reaktion spontan fiir negatives

AG<0
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(positive Affinitdt) ab und Gleichgewicht herrscht, wenn
AG=0

(A.G > 0 entspricht einem unnatiirlichen Prozess). Aus den gemischten Ab-
leitungen in Gl. (69) erhalten wir folgende Beziehungen fiir die partielle mo-
lare Reaktionsentropie A,.S und das partielle molare Reaktionsvolumen A,V

2 2
G 9°G (73)
oro¢  o£oT

also

A, G ) (83 )
=—| = =-A,S (74)
( T ), ) ,r
ebenso
A
(3 i ) _ (a_v) —Av (75)
o ) re o ) ,r
Allgemein definiert man beliebige Reaktionsgrossen A, X (X = U, H, A etc.)
X
(3_) —AX (76)
K ) ,r

Weitere niitzliche Beziehungen ergeben sich fiir A,H und A,U aus den
Grundgleichungen. Wir schreiben zunéchst

A:U—TS:U+T(2—?)VM (77)
und analog 50
G:H—TS:H+T<6—T)W (78)
S50 (3),.
a<g;T> - (g_;) Ag_T (80a)
_ % (g_?)vm _ % (80b)
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Dividiert man Gl. (79) durch T und setzt A/T? in Gl. (80b) ein, so erhilt

men oAy 1 (@A) U1 (@) 1)

or — T \oT T2 T
U

- (81b)

Vollig analog erhélt man aus Gl. (78)

<a(§;T))W _ % (82)

Gl. (81) und (82) werden auch als Gibbs-Helmholtz-Gleichungen bezeich-
net. Differenziert man partiell nach 9¢, so erhélt man nach Vertauschen der
Reihenfolge der Differentiation

I(A,G/T) _ _A,nH (83)
or D T2
Verwendet man weiterhin
dy 1 (84)
dr T2
so findet man S(ACIT)
T
i S et e =AH 85
( o(1/T) )M (85)

Alle Gleichungen koénnen vollig analog auch fiir die chemischen Potentiale
der betreffenden Stoffe im Standardzustand eingesetzt werden, wobei dies
dann den molaren Gibbsenergien der betreffenden Stoffe in ihrem jeweiligen
Standardzustand entspricht. Schreibt man K = K, = K, = Ky unter den
jeweils zutreffenden Randbedingungen fiir die Gleichgewichtskonstanten K

(Kap. 6), so findet man
A,G° = Z yi,ui@
wobei z.B. fiir ideale Gase gilt
pi =y + RT In(p; /p°) (86)
mit den Partialdriicken p; und dem Standarddruck p® oder allgemeiner

wi = ps + RT Ina; (87)
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mit den Aktivitédten a;, oder schliesslich fiir reale Gase mit den Fugazitéten f;
pi = pi; + RT In f; (88)

Es gilt also wiederum

AG® = —RTIn K (89)
mit der Gleichgewichtskonstanten
K = TTa:* (90)
Aus Gl (85) folgt hiermit die van’t Hoff-Gleichung

O K(T)  AHO(T)
o1/T) ~ R

(91)

wobei wir explizit zum Ausdruck gebracht haben, dass diese Gleichung ther-
modynamisch exakt mit temperaturabhingigem A,H®(T) gilt. Man kann
die van’t Hoff-Gleichung auch durch explizite Ableitung des Ausdruckes fiir
In K herleiten

AHE  ASO
_ o _ = r
InK = —A,G°/RT e+ (92)
oK\ _ 0 AHT 0 (AS° (53]
or )~ " or RT " oT' \ R &
1 OAH® AHS 10A.S°
= "Rr or R TR or (93b)

Schreibt man nun A, = 9/0¢ und vertauscht die Reihenfolge der partiellen
Ableitungen, so ergibt sich

OlmK 1 9 (0H® ATH9+lg 08°
or — RTO¢\ oT RT?  RO¢\ OT
1 L AHS 1 5
= Tmr™Y R T RS
A, HS
= 275 (94)

Substitution von d7" durch d(1/7") ergibt Gl. (91). Man sieht in Gl. (94), dass
sich die Beitrdge der Temperaturabhéngigkeiten der Reaktionsenthalpie und
der Reaktionsentropie gerade kompensieren, so das es den Anschein hat, als
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konnte man Gl. (92) mit konstantem A, H® und A,S® nach T differenzieren
und das richtige Ergebnis erhalten, was aber nur durch die Kompensation
zustande kommt. Die Temperaturabhéngigkeit der Reaktionsenthalpie wird

auch als Kirchhoffsche Gleichung bezeichnet (Gl. (95))
0N, H® oCy
T — A o
( aT )p,f ( ag >p7 C Z I/Z (95)

mit den Molwérmen C’6 der Stoffe in ihrem Standardzustand. Ebenso hat
man fiir die Temperaturabhanglgkelt der Reaktionsentropie explizit

(%57),. =26 (or ) = (e (7))
ar ),. o\ or F\NT )) ;

1 (0CSN 1. .
= (af)‘?mf’

T
1 <8TAH9 )

= (96)
T or j 253

wobei wir diese Bezichung schon in Gl. (94) verwendet haben. Eine vollig
analoge Vorgehensweise kann man verwenden, um die Druckabhéngigkeit der
Gleichgewichtskonstanten bei konstanter Temperatur zu ermitteln, sowie die
Druckabhéngigkeit weiterer Reaktionsgrossen (man gehe von der allgemeinen
Gleichung (69) aus und fithre dies als Ubung durch).
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B.8. Reale Gase

Ein ideales Gas ist dadurch gekennzeichnet, dass es keine Wechselwirkung
zwischen den Molekiilen gibt. Es gilt die Zustandsgleichung fiir ein ideales
Gas

pV =nRT (97a)
pVin = RT (97b)

die den Druck p, das Molvolumen V,, = V/n und die Temperatur T mit-
einander verkniipft. Fiir reale Gase ist dagegen die Naherung, dass keine
Wechselwirkungen zwischen Molekiilen wirksam sind, oft nicht sehr brauch-
bar. Wenn die Molekiile nahe beisammen sind, werden anziehende und ab-
stossende Krifte wirksam. Wechselwirkungen zwischen den Molekiilen sind
daher besonders bedeutsam bei hohen Driicken bzw. kleinen Molvolumina,
denn dann sind ja die Molekiile besonders nahe beisammen. Ein Mass fiir
das Abweichen vom Idealgasverhalten ist der Kompressibilitidtsfaktor 7
PVm

7="5r (98)

der fiir ein ideales Gas genau 1 betragt.

8.1. Zustandsgleichungen

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, ausgehend von der Zustandsgleichung
eines idealen Gases ein reales Gas durch Korrekturterme zu beschreiben.
Eine besonders einfache Formel ist

p(Vim — B) = RT (99)

wobei das B im Allgemeinen noch von der Temperatur abhéngt. Die Van-
der-Waals-Gleichung, die schon frither behandelt wurde, benutzt 2 Kor-
rekturkonstanten a und b:

<p + V%) (Vi — b) = RT (100)

Die Virialgleichungen stellen die Korrektur zum Idealgasverhalten als eine
Reihenentwicklung in p oder V,,, dar:

PV = RT(1+ B'p+C'p* +...) oder (101a)

B C
V.=RT |1+ —+ —+ ... 101b
D (+Vm+Vn%+ > ( )
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Dabei ist der erste Summand in der Klammer “1”7 der sogenannte 1. Viri-
alkoeffizient, B der 2. Virialkoeffizient, C der 3. Virialkoeffizient usw. B, C,
und die hoheren Virialkoeffizienten héngen von der Temperatur 7" ab. Sie
sind fiir verschiedene Gase in Tabellenwerken aufgefiihrt (z.B. “Handbook of
Chemistry and Physics”, siehe Literaturverzeichnis).

8.2. Der Joule-Thomson-Effekt

Im Joule-Thomson-Experiment wird ein Gas in einem Reservoir unter hohem
Druck p; und Temperatur 7} iiber ein Druckreduzierventil oder einfach durch
eine portsen Stopfen adiabatisch in ein zweites Reservoir mit reduziertem
Druck p, und Temperatur 75 expandiert. Das Experiment ist in folgender
Skizze angedeutet

A A
P, P,
Kolben — — I
TI T2 Kolben

:

Reduzier-, Drosselventil
oder pordser Stopfen

Die Expansion im Joule-Thomson-Experiment erfolgt isenthalpisch, also un-
ter der Bedingung konstanter Enthalpie, wie folgende Uberlegung zeigt: Wihrend
eines Kolbenhubs A (siehe Skizze) verringert sich in der linken Abteilung das
Volumen von V; auf 0. Dabei wird die Arbeit W’ = +p;V; am System ver-
richtet (Druck-Volumenarbeit). In der rechten Abteilung nimmt das Volumen
von 0 auf V5 zu, wobei die Arbeit W” = —p,V5 frei wird. Insgesamt ist al-

so die verrichtete Arbeit W = p;V; — paVs. Da die Expansion adiabatisch
sein soll, ist @ = 0 und die Anderung der inneren Energie ist nach dem 1.
Hauptsatz durch AU = W gegeben. Es gilt also

Uy = Uy =piVi — p2Va (1023)
U1 +p1V1 = UQ +p2V2 (102b)
Hy=H, (denn H=U +pV) (102c)
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Diese adiabatische Expansion ist also isenthalpisch. Fiir reale Gase findet
man oft, dass T, # T; ist, oft, aber nicht immer ist 75 < T;. Wie sehr
sich die Temperatur bei der Druckdnderung unter isenthalpen Bedingungen
andert, wird durch den Joule-Thomson-Koeffizient 1 ;1 beschrieben (zur
Unterscheidung vom chemischen Potential mit dem dem Index J7' versehen):

KT = (%)H (103)

Wenn pyr > 0 ist, hat man eine Abkiihlung bei der isenthalpen, adiaba-
tischen Expansion. Typische “Isenthalpen” (Kurven im T, p Zustandsdia-
gramm gleicher Enthalpie) sind in folgender Skizze angedeutet. Links im

T
A

gestrichelten Bereich ist die Steigung p 7 der Isenthalpen positiv, hier fin-
det also eine Abkiihlung statt. Man kann die Expansion als Kiihlvorrichtung
nutzen. Ausserhalb des gestrichelten Bereiches ist keine Abkiihlung mdoglich,
anstelle eines Kiihlaggregates hitte man nur eine (teure) Heizung vorlie-
gen! Oberhalb T}, der oberen Inversionstemperatur, ist prinzipiell in keinem
Druckbereich eine Kiihlung méglich. Fiir Stickstoff ist 7} z.B. 350 °C, und fiir
Wasserstoft Hy —78 °C. Statt puyr = (8_T) ist in der Regel (8_]—]) einfa-
op ) 4 op )+

cher und genauer messbar. Im Experiment baut man dazu eine Heizung in die
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rechte Seite des Aufbaus ein (siehe Skizze), so dass T konstant bleibt, T, = T7.
AH ist dabei die dazu notige elektrische Heizleistung, und Ap ist der eben-
falls leicht messbare Druckunterschied zwischen der linken und der rechten

Seite. | — | =~ AH/Ap nennt man den “isothermen Joule-Thomson-

T
Koeffizient”. Aus einer Anwendung der mathematischen Zyklenregel (siehe

unten) findet man den Zusammenhang

1 (OH
=—— | = 104
a Cp ( Ip )T (164
e . 0H .
Fiir ein ideales Gas ist = =0,da H=UH+7pV,, = U+ RT gilt
P /T

und die innere Energie U eines idealen Gases nicht vom Druck abhéangt.
Fiir ein ideales Gas beobachtet man daher keine Temperaturverdnderung
bei dem Joule-Thomson-Experiment. Achtung: Der Joule-Thomson-Effekt
ist nicht mit der gewohnlichen, einfachen adiabatischen Expansion zu ver-
wechseln! Bei einer solchen Expansion kiihlen sich auch ideale Gase ab, denn
das System verrichtet dann Volumenarbeit an der Umgebung, wobei die in-
nere Energie U verringert wird. Selbstverstédndlich kann man auch eine sol-
che Anordnung als Kiihlvorrichtung benutzen. Eine weitverbreitete Anwen-
dung des Joule-Thomson-Effektes ist die Gasverfliissigung in einem Linde-
Kiihlaggregat. Durch schrittweise Abkiihlung mit Hilfe des Joule-Thomson-
Effektes wird das Gas schliesslich zum Taupunkt abgekiihlt und verfliissigt.
Der Aufbau ist in der folgenden Skizze angedeutet:

Lt
AL ‘_L

=

Wirmetauscher

Drosselventil

;%1

verfliissigtes Gas

Kompressor

Luft oder Stickstoff kann man auf diese Weise ausgehend von Zimmertempe-
ratur abkiihlen und schliesslich verfliissigen. Will man dagegen Wasserstoff
verfliissigen, so muss man bei Anwendung dieses Verfahrens zuerst unter die
Inversionstemperatur 7; = —78°C abkiihlen, was mit fliissigem Stickstoff
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geschehen kann. Sodann kann man Hy alleine mit Hilfe des Joule-Thomson-
Effektes kiihlen. Alternativ kann man ein System bauen, bei welchem die
Expansion unter Verrichtung von Arbeit erfolgt.

8.3. Einige Rechenrezepte zum Variablenwechsel

Oft ist eine gewiinschte Variable nicht oder nur schlecht zugénglich und man
mochte deshalb eine thermodynamische Grosse mit einer leichter messbaren
Variablen ausdriicken. Dafiir sind folgende 2 Regeln zum Variablenwechsel
niitzlich: Regel 1 Regel 1 soll gleich an einem Beispiel erldutert werden. Ge-
geben sei z.B. die innere Energie als Funktion von Temperatur und Volumen,
U =U(T,V). Das totale Differential ist dann

ou ou
= == T — 1
dU (8T)Vd +(av)TdV (105)
Nun sind(g—g) § und (g—g)T leicht messbar, gesucht sei aber (g—g)p. Den

Zusammenhang zwischen den beiden Ableitungen findet man, indem man GI.

1
(105) formal mit (8—T) auf beiden Seiten multipliziert. Aus Gl. (105) wird
P

(3_U> _ (a_U) N (a_U) (3_‘/) (106)
ory, or )., ov ) \oT /),

womit der gesuchte Zusammenhang hergeleitet wurde. Regel 2 “Zyklen-
regel”: Gegeben sei z(x,y). Das totale Differential dieser Funktion ist dann

0z 0z
= —_— —_— 1
dz (8x)ydx+ (ay)zdy (107)

1
Wird diese Gleichung mit s bei konstantem z formal multipliziert, also
x

X (%)Z, erhélt man
0z 0z oy
=\ 3. 0 o 1
0 (ax)j (ay)m (ax) (108a)

somit
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Die 0 riihrt daher, dass ja z konstant sein soll (dz = 0). Dieses Ergebnis

kann man noch umformen zu
0z 0z y
) — [ =2 - 1
(ax)y (ay>z (ax)z (108b)

(5).2).2) -

Man beachte die zyklische Anordnung der Variablen x, y und z, woher dann

auch der Name “Zyklenregel” rithrt. Eine Anwendung der Zyklenregel hatten

oT
wir beim Joule-Thomson-Effekt kennengelernt: p = (8_> ist gesucht,
D/ u

oH
aber (8—) ist besser messbar. Die Zyklenregel gibt den Zusammenhang

P /)T
zwischen den beiden Ableitungen:

B,
1

OH
%>T (110)

bzw. HiT = — =~

D
mit C), = (g—;I) .
P

8.4. Chemisches Potential und Fugazitit realer Gase

Ein typischer Verlauf des chemischen Potentials y eines idealen Gases (gestri-
chelte Gerade) und eines realen Gases (durchgezogene Linie) ist im folgenden
Bild skizziert:

»
»
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Fiir ein ideales Gas gilt:
wi(p, T) = ud(T) + RT In (&> (111a)

Dabei bezeichnet das hochgestellte Zeichen “©” den Standarddruck, gewohnlich
1 bar. Bei konstanter Temperatur ist das chemische Potential ;1 eines idea-
len Gases also proportional zum Logarithmus des dimensionslosen Druckes
pi/p° (siehe gestrichelte Gerade in der Skizze). Man kann Gl. (111a) als De-
finition fiir die thermodynamische Zustandsgleichung eines reinen, idealen
Gases ¢ nehmen und dann zeigen, dass die gewohnliche Zustandsgleichung
des idealen Gases folgt. Es gilt ndmlich

(aui) _ 900G _ 909G _ov _ (1115)
Tn

p i—a_pani—ania_p—ani:

wobei v; das Molvolumen des reinen Gases ist, was hier identisch mit dem
partiellen Molvolumen ist. Weiterhin gilt nach Gl. (111a)

O (p, T) 0ln p;
—= > = RT——— = RT/p, 111
o, o, /p (111c)
Also ist
vi = RT/p; (111d)

oder nach Multiplikation mit der Stoffmenge n; des Gases i
V =n;v; =nRT/p; (111e)

was der gewohnlichen Zustandsgleichung des idealen Gases entspricht. Bei
realen Gasen findet man dagegen Abweichungen von dieser idealen Geraden:
Bei tiefen Driicken p; hat man nahezu ideales Verhalten, bei hoheren Driicken
machen sich aber molekulare Wechselwirkungen bemerkbar, die zu Abwei-
chungen fiithren (siehe durchgezogene Linie in der Skizze). Das chemische
Potential eines realen Gases wird durch Gl. (112) beschrieben,

YiDi

wi(p, T) = ud(T) + RT In =

(112)

wobei v; der “Fugazitatskoeffizient” ist, er ist abhédngig von der Temperatur,
vom Druck und der Zusammensetzung, also ;(T, p1, p2, ...). Man fiithrt nun
die Grosse

Di
fi= %‘E (113)
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ein. f; ist die Fugazitét, sie ist gewissermassen der effektive, reduzierte, wirk-
same Druck des realen Gases. Wenn f; wie hier in Gl. (113) gegeben ist, hat
die Fugazitéat keine Einheit. Oft wird sie aber iiber fz/ = ~;p; definiert, wobei
sie dann eine Einheit mit der Dimension des Druckes p hat. Damit ist also:

i(p, T) = ju2(T) + RTn f; (114a)
N P
plil£n>0 vi = 1 bzw. plilin)o fi= o (114b)
Die Gleichung (114a) kann man auch als Definition der Fugazitit auf der
Grundlage des chemischen Potentials auffassen. Wenn man p; gegen In f;

auftrégt, erhdlt man nach Gl. (114a) eine Gerade fiir ein reales Gas, ahnlich

wie bei der Auftragung von p; gegen In p_; fiir ein ideales Gas. Anders aus-
P

gedriickt ist der Standardzustand eines Gases zu u ein hypothetischer Zu-
stand, wo p = p® und v = 1 gilt, also der hypothetische Zustand, wo das Gas
bei 1 bar Druck vorliegt und gleichzeitig ideales Verhalten zeigt (mit v = 1).
Achtung: uf in Gl (114a) ist das Standardpotential fiir den wirksamen
Druck entsprechend der Fugazitit f = 1 (oder f = 1 bar): Das ist nicht der
tatsdchliche Druck p® = 1 bar, sondern in der Regel etwas hoher (Punkt x
in der Skizze).

Beispiel fiir die Fugazitit eines realen Gases: Stickstoff Ny bei 273 K
(p® =1 bar)

p/p° | f ¥
1 10999 | 0.999

100 | 96.8 | 0.968
400 | 405 | 1.012
1000 | 2092 | 2.092

Man erkennt, dass fiir kleine Driicke (< 1 bar) die Fugazitéit praktisch mit
dem Druck p iibereinstimmt. Bei mittleren Driicken ist p/p® > f, denn der
effektiv wirksame Druck ist kleiner als beim idealen Gas, da hier anziehende
intermolekulare Kréfte {iberwiegen. Bei sehr hohen Driicken ist schliesslich
p/p® < f, denn da hier abstossende intermolekulare Kriifte iiberwiegen, ist
der wirksame Druck grésser. Die Erfahrung zeigt, dass die Fugazitaten reiner
Gase (nicht Mischungen) als Funktion der reduzierten Temperatur

T

Tred =
Tkritisch

und des reduzierten Druckes

Pred =
Pkritisch
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fiir die meisten realen Gase nidherungsweise gleich sind. Wenn man in der
Thermodynamik eine Beziehung fiir ein ideales Gas hergeleitet hat, kann man
in der Regel diese Beziehung auch fiir reale Gase verwenden, wenn man die
entsprechenden Partialdriicke p; in dieser Beziehung durch die Fugazititen
fi ersetzt. Die Gleichgewichtskonstante K, ist z.B. fiir ideale Gase

K, = H (%) (115a)

und entsprechend fiir reale Gase
K=]]# (115b)
wobei die v; die stochiometrischen Koeflizienten sind.

8.5. Zusammenhang zwischen f; und p;

Die Fugazititen f; kann man gut experimentell oder theoretisch mit Hilfe
der Messung des Molvolumens V,,, als Funktion des Druckes bestimmen, was
hier hergeleitet werden soll: Fiir ein reines Gas (keine Mischung) gilt,

denn

und

oG
- (5)
on o

Diese Beziehungen wurden schon frither hergeleitet; der Index m bezeichnet
molare Grossen. Also gilt fiir eine konstante Temperatur

dp =V,dp (T = const.) (116a)
Es gilt aber auch (siehe oben, Gl. (114a))
dp=RTdIn f (T = const.) (116b)

Gleichsetzen gibt
Vindp = RTdIn f (116¢)
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—RTdIn (p/p®) auf beiden Seiten abgezogen gibt dann

f
Viudp — RTdIn (p/p®) = RTdIn (p/pe) (116d)

unter Beriicksichtigung von In ( ) =Inf—In(p/p®). Mit dIn (p/p®) =

p/p°

& erhalten wir

Vo 1\, oo f i
(ﬁ_z_o) o =dhn /e (116e)

Gl. (116e) von 0 bis p’ integriert, gibt uns nun schliesslich die gewiinschte
Fugazitdt f und den Fugazititskoeffizienten + bei dem Druck p’

p’ o’
)= Gy =[5
Inv =In — m ) dp= [ 224 117
! (p’/p9 J RT p)? /P b (117)

mit dem Kompressibilitatsfaktor Z aus Gl. (98). Hierbei wird verwendet,
dass v; — 1, wenn p — 0 geht, so dass die untere Grenze des Integrals
auf der linken Seite von Gl (117) mit lim, o[f/ (p'/p®)] = 1 zu In(1) = 0
wird und verschwindet. Man muss also experimentell das Molvolumen V,,
als Funktion des Druckes von p = 0 bis p = p  bestimmen, das Integral
in Gl (117) ermitteln und erhélt somit f bei p’. Alternativ kann man fiir
V., auch einen theoretischen Ausdruck einsetzen wie er sich z.B. aus der
Van-der-Waals-Gleichung fiir reale Gase ergibt. Diese Herleitung war fiir ein
reines Gas. Fiir eine Mischung realer Gase kann man eine analoge Herleitung
durchfiithren, die aber viel umfangreicher ist, denn v = v(7', p; ps...) héngt ja
noch von der Zusammensetzung ab (siehe Denbigh, Literaturverzeichnis).

Fiihren Sie als Ubung die Integration in Gl. (117) fiir ein van-der-Waals-Gas
aus (z.B. mit van-der-Waals-Konstanten fiir Stickstoff, die Sie aus Vi und Tk
in Tabelle 4.1, Teil A, berechnen). Berechnen Sie f und + fiir diverse Drucke
und vergleichen Sie mit den Werten der Tabelle in Kap. B.8.5. Tragen Sie
auch den Integranden graphisch auf und diskutieren Sie den Funktionsver-
lauf. Fiihren sie dieselben Rechnungen auch fiir die Gleichung nach Clausius
mit den Konstanten a, b, ¢, die Sie fiir Stickstoff aus pg, Tk, Vix berech-
nen konnen (siche Aufgabe 4 am Ende von Kap. 4, Teil A). Wir haben in
Teil A auch schon eine weitere Moglichkeit kennen gelernt, die Fugazitédten
experimentell zu bestimmen, ndmlich durch Messung der Spannung einer
geeigneten elektrochemischen Zelle.
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8.6. Temperatur- und Druckabhingigkeit der Fuga-
zitit und des chemischen Standardpotentials

Bei einem sehr hohen Druck, bei dem das reale Gas durch die Fugazitat f;
beschrieben wird, gilt, wenn man die Definitionsgleichung fiir u; etwas anders
aufschreibt

S
Hio _ Hi A
&=~ RInf, (118)

0
Dieser Ausdruck auf beiden Seiten nach P mit p = const. partiell abgeleitet
ergibt

N‘e 1
d| =+ Ll
(7)) (20, foms .
T or or ).

p;n;g

Aus der Gibbs-Helmholtz-Gleichung folgt, dass der erste Term auf der rech-

T’ZW entspricht, wobei H; ., die partielle molare Enthalpie der
Substanz i in einer Gasmischung ist, die durch f; beschrieben wird. Man
erhélt schliesslich

ten Seite —

S)
(%)
T Him dln f;

ar T2 _R( oT )pni (120)

Eine entsprechende Uberlegung stellt man fiir einen tiefen Druck p; an, wo

Idealgasverhalten vorliege (p; /p® = f; ). Aus der Definitionsgleichung fiir

hat man jetzt
o "
,Uz' :ui /1 o
L — D Rin(p) 121
T T n(p; /p~) (121)

Dieser Ausdruck auf beiden Seiten partiell nach T abgeleitet ergibt
S
Hi ;
d| =t Hi
( T ) 0 (T)

O0lnp;
dr or N R( or )pn (122)

p;ni

Aus der Gibbs-Helmholtz-Gleichung und dem Satz von Schwarz folgt, dass

der erste Term auf der rechten Seite ——=" entspricht, wobei H;:m die par-

2
tielle molare Enthalpie der Substanz ¢ in einer Gasmischung ist, die durch

Idealgasverhalten beschrieben wird; fiir ein ideales Gas ist Hlﬁm nicht vom
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Druck abhéngig (siehe Diskussion des Joule-Thomson-Effektes). Der zweite
Term auf der rechten Seite ist O fiir ein ideales Gas, denn bei konstantem
Druck p und konstanter Zusammensetzung n; ist der Partialdruck p; ja nicht
abhéngig von der Temperatur. Man erhélt schliesslich

S]
oy
0 (?) H,  HO,
or I (123)
Y2z

wobei H;l allgemein die Enthalpie des idealen Gases bei der Temperatur

T ist, was H, entspricht. Gl. (120) und (123) haben die selbe linke Seite
Oln fz

und konnen somit gleichgesetzt werden. Wenn man dann noch nach

auflost, erhélt man die gesuchte Temperaturabhéangigkeit der Fugazitét

(iﬂnfl-) B Hl‘?m_Hi,m
p,n;

aT RT? (124)

Die Bestimmung der Temperaturabhéngigkeit der Fugazitét ist also auf eine
Enthalpiemessung zuriickgefiihrt. Ganz dhnlich kann man auch die Druck-
abhéngigkeit der Fugazitiat herleiten (Details sieche Denbigh, Literaturver-

zeichnis), wobei man
= 125

erhélt. V;,, ist hier das partielle Molvolumen der Substanz ¢ bei der Tempe-
ratur 7.
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B.9. Mischungen und Losungen

9.1 Integration der Grundgleichungen

Ausgehend von einer der thermodynamischen Grundgleichungen kann man
durch Integration auf eine neue Darstellung fiir thermodynamische Grossen
gelangen. Die Grundgleichung fiir U lautet z.B.

k
AU = TdS —pdV = pisdn; (126)
=1

Daraus folgt offensichtlich durch Integration, dass
U=TS—pV — Z i (127)

Veranschaulichung: Man habe ein System mit U, S, V, n;, p und T. Jetzt

verdopple man das System Gemiss der Gl. (126) ist dabei die Anderung der

inneren Energie

AU =TAS —pAV = jAn, (128)

T, p und die p; sind intensive Grossen, die sich bei der Verdoppelung nicht
dandern. U, S und n; dagegen sind extensive Grossen, die sich genau verdop-
peln. Also ist AU = U, AS = S, An; = n; die Anderung bei der Verdoppe-
lung. Dieses Ergebnis in Gl. (128) eingesetzt ergibt

AU =U=TS5 —pV — Z,uini (129)



35

Dies ist identisch mit Gl. (127). Analoge Herleitungen lassen sich auch auf
die anderen thermodynamischen Grundgleichungen anwenden. Aus

dG = —8dT + Vdp + Y _ pidn, (130)

folgt mit einer &hnlichen Herleitung

G=> pmi (131)

und aus
dH =TdS + Vdp + Y _ pdn, (132)
folgt
H=TS+Y un; (133)
und aus
dA = —8dT — pdV + Y _ pydn, (134)
folgt schliesslich
A=—pV + Z in; (135)

Durch Einsetzen sieht man leicht, dass diese integrierten Grundgleichungen
mit den schon frither gegebenen Beziehungen

G=U-+pV—TS

oder
H=G+TS

etc. kompatibel sind. Damit kann man jetzt die Gibbs-Duhem-Gleichung
herleiten.

9.2. Gibbs-Duhem-Gleichung
Aus Gl. (131) folgt unter Anwendung der Produktregel

Wenn man diese Gleichung mit der thermodynamischen Grundgleichung
(130) vergleicht, folgt direkt

k
> nidp; = —SdT + Vdp (137)
=1
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Dies ist die Gibbs-Duhem-Gleichung. Bei £ Komponenten einer Mischung
gibt es k 4 2 intensive Variablen, aber wegen der Gibbs-Duhem-Gleichung,
die die Variablen miteinander verkniipft, nur k£ + 1 unabh&ngige intensive
Variablen bei einer Anderung; die letzte Variable ergibt sich dann notwendi-
gerweise aus der Gibbs-Duhem-Gleichung. Anwendungsbeispiel: Gegeben sei
eine Mischung zweier Komponenten, A und B. p und T seien konstant. Dann
folgt aus der Gibbs-Duhem-Gleichung

nadps +npdug =0 (138)

d.h. wenn sich p 4 dndert, muss sich pp entsprechend in die andere Richtung
andern.

9.3 Partialdruck bindrer Mischungen

Wir betrachten im Folgenden binére fliissige Mischungen im Gleichgewicht
mit der Gasphase und wollen die Partialdriicke p; der Gasphase in Abhéngigkeit
von der Zusammensetzung x; der fliissigen Phase bei konstanter Temperatur
T untersuchen. Dabei beschrinken wir uns auf 2 Stoffe, die sich nur mischen
und keine chemischen Reaktionen eingehen; die Stoffe sind also z.B. keine
Elektrolyte. Manchmal findet man einen sehr einfachen Zusammenhang zwi-
schen p;, dem Partialdruck einer Komponente ¢ in der Gasphase, mit z; dem
Molenbruch in der Fliissigkeit:

pi = T;p; (139)

Fiir x; = 1 liegt ein reiner Stoff vor, und entsprechend ist p} der Gleichgewichts-
Dampfdruck des reinen Stoffes. Im Folgenden deutet ein hochgestellter Stern
immer die entsprechende Eigenschaft des reinen Stoffes an. Dieses Verhal-
ten (Gl. (139)) nennt man das Raoultsche Gesetz fiir eine sogenannte
ideale Mischung. Es ist oft besonders gut erfiillt, wenn sich zwei chemisch
dhnliche Fliissigkeiten mischen, wie Benzol und Toluol oder Benzol (CgHg)
und Perdeuterobenzol (CgDg). In Wirklichkeit (reale Mischungen) findet man
dagegen oft Abweichungen von der Raoultschen Geraden:
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P,
reial o~ P
Henry-Gerade, -
7 et
\/’/ .- Raoult-Gerade
s N

AN —> xl-

0 1

Meist ndhert sich die experimentelle Kurve fiir den Partialdruck p; nur fiir
x; — 1 der Raoultschen Gerade an, also p; = z;p;. Fiir den andern Grenzfall
x; — 0, also bei hoher Verdiinnung, hat man oft ndherungsweise auch ein
lineares Verhalten, aber mit einer anderen Steigung:

pi = o K; (140)

Dies ist das Henry-Gesetz fiir eine sogenannte ideale, verdiinnte Mischung.
K; ist die Henry-Konstante der Komponente ¢ in der gegebenen Mischung.
Sie hat die Einheit eines Druckes. Die physikalische Grundlage fiir das Ver-
halten nach Raoult oder Henry wird im Folgenden beschrieben: Im Gleich-
gewicht zwischen Gasphase und Fliissigkeit hat man gleiche Geschwindigkei-
ten fiir die Kondensation des Dampfes (proportional zum Partialdruck p;)
und Verdampfung der Fliissigkeit (proportional zum Molenbruch z; in der
Fliissigkeit). Also gilt

K'p; =K'z (141a)
oder
k//
Pi = 75 (141b)

"

k
Da fiir z; = 1 der Dampfdruck p} vorliegt, ist o= p; und Gl (141b) geht
somit in das Raoultsche Gesetz fiir eine ideale Losung (Gl. (142)) tiber

Di = D;%; (142)

Dieses Verhalten gilt exakt im Grenzfall z; — 1. Fiir z; — 0 dagegen sind die
Molekiile des Stoffs ¢ so hochverdiinnt, dass diese nur von Losungsmittelmolekiilen
umgeben sind. Der Stoff ¢ verhélt dann wie eine andere, modifizierte Fliissigkeit
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mit einem hypothetischen reinen Dampfdruck p; 4. Wenn man p; 4 mit
der Henry-Konstante K; identifiziert, erhélt man statt Gl. (142)

pi = Kz (143)

das Henry-Gesetz fiir eine ideale, verdiinnte Losung. Fiir eine bindre Mi-
schung aus den Stoffen A und B kann man die entsprechenden Partialdriicke
(pa und pp) und den Totaldruck bei einer gegebenen Temperatur in einem
Diagramm darstellen, wie hier fiir CS,; und Azeton gezeigt:

total
\
CS§, P
\ e
7
Y .7
~ 7
~ < 7
~r .7 Azeton
~ o 7
<2 L/
-, el
7 S~
7 ~
. P ..
. . ..
,. sz S e .,
7 S o ‘,‘
7 ~ o
0 Xes, —» 1
1 xAzeton 0

Dabei sind die durchgezogenen Kurven die realen Driicke. Die gestrichelten
Geraden entsprechen dem Raoultschen Gesetz; sie sind die Asymptoten fiir
x; — 1. Die gepunkteten Geraden entsprechen dem Henryschen Gesetz; sie
sind die Asymptoten fiir x; — 0.

B.9.4 Chemisches Potential ;; von idealen und rea-
len Mischungen

Fiir ein ideales Gas ist das chemische Potential in der Gasphase als Funktion
des Druckes
péee =% 4 R (25 (140
po
Wenn der Stoff 7 rein vorliegt, gilt somit im Gleichgewicht zwischen Gas und
fliissiger Phase

il = p$9" 4+ RTIn (z%) (145)
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Der Stern als Index kennzeichnet hier wie iiblich den reinen Stoff. Falls der
Stoff ¢ in einer Mischung vorliegt, gilt entsprechend fiir den Stoff ¢ in der
fliissigen Phase

pl' =y + RTIn (ﬁ) (146)
p©
Beide Gleichungen kombiniert, wobei das ,uie’Gas eliminiert wird, ergibt dann
schliesslich
Mf:uﬁW+RTm(%) (147)
D;

Das chemische Potential eines Stoffes ¢ in der fliissigen Mischung, sz ! lasst
sich also durch Messungen des Dampfdruckes, p;, bestimmen! Fiir ideale Mi-
schungen lésst sich somit pu; auf folgende Arten berechnen:

a) Ideale Mischung nach Raoult: Es gilt p; = x;p}. Dies in Gl. (147) ein-
gesetzt ergibt

pwl' = 7'+ RTIna; (148)
U X
A A
" :
oder Z
é / M=,
/ ' > Xi >ln A
0 1 /rrade 0
Hierbei ist p0' = p/" das chemische Potential des reinen Stoffes, d.h. fiir

z; — 1. Dieser Standardzustand muss nicht real existieren. In einer Zucker-
/Wasserlosung z.B. kann z; — 1 fiir Zucker prinzipiell nicht erreicht werden,
da reiner Zucker ja ein Festkorper ist, in der Fliissigkeit aber gelost vorliegt.

b) Ideal verdiinnte Mischung nach Henry: Aus p; = x;K; folgt mit Gl
(147)

pl' =’ + RTIn (p_) = u"+ RTIn ="+ RTlnz;  (149)

7 (2
J/
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. . . . 1
Hier werden die zwei ersten Terme auf der rechten Seite zu u?’f zu-

sammengefasst. 5 ist hier ein etwas seltsamer Standardzustand: Er
beschreibt den Fall x; — 1, aber dennoch soll der Stoff ¢ dabei nach
Henry ideal verdiinnt bleiben (also x; — 0); ,uie’f " ist also ein hypothe-

tischer Zustand, der real nicht eintritt.

Im folgenden Text wird der Index fl fiir das chemische Potential weggelassen.
H;

A

L {x\' qu’
// P-In x,
Gerade 0

Fiir eine ideale Mischung nach Raoult oder Henry ist also p; gegen Inzx;
aufgetragen eine Gerade. Das kann man auch direkt als eine Definition fiir
eine ideale Mischung auffassen. Fiir eine reale Mischung dagegen wird es
Abweichungen von einer Geradenform geben. Wie bei einem realen Gas, bei
dem man das Realgasverhalten mit der Fugazitét beschreibt, fithrt man daher
fiir eine reale Mischung einen Korrekturfaktor ein

pi = iy + RT In(y,2;) (150)
wi = pu$ + RTIna;

wobei v; = vi(p, T, x;...) der Aktivitédtskoeffizient des Stoffes i ist und

die Aktivitat (die effektive oder wirksame Konzentration) des Stoffes i. p;
gegen die In(a;) aufgetragen gibt also nach Gl. (150) ebenfalls eine Gerade.
Es gibt jetzt prinzipiell zwei 2 Moglichkeiten, a; zu definieren: Man korri-
giert das reale x; auf die Raoult-Gerade hin (I) oder auf die Henry-Gerade
hin (IT). Die entsprechenden a; sind unterschiedlich. Fiir Konvention (I) soll
lim ~; = 1 sein, das reale p; néhert sich asymptotisch dem Verhalten geméss

der Raoult-Geraden fiir x; — 1. Konvention (II) wird meist fiir einen gelosten
Stoff ¢ in grosser Verdiinnung gewihlt. Hier ist lim +; = 1, d.h. das reale

p; ndhert sich asymptotisch dem Verhalten geméés der Henry-Geraden fiir
z; — 0. Wie oben diskutiert, ist x5 in Konvention (IT) ein hypothetischer
Standardzustand fiir z; = 1.
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Losung 4 + B,

T, S
flissig

Losung + festes 4

/AR M T

9.5. Gleichgewicht zwischen einer idealen Mischung
(A + B) und einem reinen Festkorper (A oder B, keine
Mischkristalle AB): Loslichkeit, Gefrierpunktserniedri-

gung

Wir betrachten die Mischung von zwei Stoffen im Fest-/Fliissig-Gleichgewicht.
Nach der Gibbsschen Phasenregel haben wir dann zwei Freiheitsgrade, ndmlich
den Druck p und die Temperatur 7. Fiir einen gegebenen Druck kann man
also die Gleichgewichtskurve zwischen fester und fliissiger Phase als Funk-
tion der Zusammensetzung und der Temperatur in einem 2-dimensionalen
Diagramm darstellen. Ein solches Phasendiagramm ist oben skizziert. Dabei
sei A das Losungsmittel (z.B. HyO), und B der geloste Stoff (z.B. Koch-
salz NaCl). T ist dann die Schmelztemperatur (Gefrierpunkt) des reinen A
(H20) und T} die Schmelztemperatur des reinen B (NaCl). Die Kurve von
T bis M zeigt eine Gefrierpunktserniedrigung der Lésung bei Zugabe von
B (im Beispiel H,O mit NaCl bei Atmosphéarendruck bis ca. —22 °C). Die
Kurve von M bis T ist die Loslichkeitskurve von B in dem Losungsmittel A:
bei einer gegebenen Temperatur kann maximal xg geldst sein, wenn man zp
grosser machen will, kommt man in den Bereich Losung + festes B, d.h. nicht
alles B kann mehr gelést werden. Diese Gleichgewichtskurve im Phasendia-
gramm soll nun thermodynamisch genauer beschrieben werden. Im Folgen-
den bezeichne ein * einen reinen Stoff, der Index s den Festkorper, f1 die
Fliissigkeit und ¢ den Stoff A oder B. Das chemische Potential des reinen
Festkorpers ist p}°, das der als ideal angenommenen fliissigen Mischphase ist

pl' = '+ R Inw;
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Im Gleichgewicht sind beide Potentiale gleich

xS l
My = sz
,ulf ! eingesetzt, nach Inx; auflost und nach T bei konstantem Druck p abge-
leitet, gibt

o _ 1 [o (" o (u (152
oar )~ R|oT \ T orT \'T
| HE
TR T (153)
AsenmH.
e (154)

wobei in Gl. (152) die Gibbs-Helmholtz-Bezichungen eingesetzt werden. H, *f l
ist die molare Enthalpie des reinen, fliissigen Stoffes ¢ bei der Temperatur T
und entsprechend ist H;; die molare Enthalpie des reinen, festen Stoffes .
Die Differenz Agepm H; ist dann die molare Schmelzenthalpie bei der Tempe-
ratur 7" und dem Druck p. Gl. (154) beschreibt die Gleichgewichtskurve des
Phasendiagramms (ideale Losung A + B im Gleichgewicht mit einem reinen
Festkorper A oder B, bei einem gegebenen Druck). Wenn man i = B setzt
und den rechten Teil des Diagramms betrachtet, gibt Gl. (154) die Tempe-
raturabhéngigkeit der Loslichkeit von B. Wenn man ¢ = A setzt und den
linken Teil des Diagramms betrachtet, gibt Gl. (154) nach einer Integration
die Gefrierpunktserniedrigung von A wieder.

9.6 Gefrierpunktserniedrigung der Lésung A + B re-
lativ zum reinen Losungsmittel A

Mit der Naherung, dass AgepmH in einem kleinen Temperaturbereich von
T%, dem Gefrierpunkt des reinen Losungsmittel A, bis 7', dem erniedrigten
Gefrierpunkt der Mischung, nicht von der Temperatur abhingt, ldsst sich
Gl. (154) einfach integrieren: Integration von x4, T bis x4 = 1 bzw. T gibt

ln— - / ASChmHAdT (155)
— A T 1
R (T T;;) (156)
Asenm H,
~ D5Chm TA N (157)

RT3
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Dabei wurde in Gl. (157) die Naherung
1 1 T;-T T;-T

T T, TT; ~ T

verwendet. AT = T — T ist die Gefrierpunktserniedrigung. Gl. (157) lasst
sich nach AT auflosen.

RT>? ( 1 >
AT = "4 1n(— 158
ASchml—ljg A ( )
RT*2
AT~ ———4 159
AS’Chml—lz B ( )

In Gl (159) verwendet man die N&herung

In (i> =—lnzxy=—In(l —ap) = zp
T

fiir kleine z 5. Nach Gl. (159) ist die Gefrierpunktserniedrigung der Mischung

durch Zugabe von B (ndherungsweise) nicht von den Stoffeigenschaften von

B, sondern allein vom Molenbruch zp abhéngig. Man spricht dabei von

einer sogenannten “kolligativen Eigenschaft”. Mogliche Anwendungen

dieses Effektes sind die Herstellung von Kiltemischungen, wie z.B. Was-

ser/Kochsalzlosungen bis ca. —22 °C, oder die Molekulargewichtsbestim-
mung des gelosten B (Kryoskopie): Nach Gl. (160) gilt

ng _ mB/MB
na+npg mA/MA—I—mB/MB
_np mp/Mp
Irp=— = —71—
na  ma/My

(160a)

rp =
(160D)

Wenn man also die Gefrierpunktserniedrigung AT misst, und 7%, Agenm HY,
my und M 4 des Losungsmittels bekannt sind, und mpg, die Masse des Gelosten
durch Einwaage bestimmt wurde, dann kann man das Molekulargewicht Mp
aus Gl. (159) und Gl. (160b) bestimmen (Kryoskopie). Diese Methode ist
aber heute eigentlich nur noch von historischem Interesse und von genaueren
Methoden verdréngt worden (z.B. Osmometrie, siehe unten).

9.7 Siedepunktserh6hung der Losung A 4+ B relativ
zum reinen Losungsmittel A

Mit derselben Vorgehensweise kann man die Siedepunktserhohung der Mi-
schung A + B thermodynamisch behandeln. Dabei gehen wir von einem



44 PC I, Thermodynamik, Martin Quack, Jiirgen Stohner, SS 2006

Gleichgewicht zwischen Gasphase und Fliissigkeit aus. In der Gasphase sei
nur das reine Losungsmittel A. Das chemische Potential des Gases ist dann
einfach p*&. Fiir die Fliissigkeit nehmen wir wieder eine ideale Mischphase
an mit p/ = p*' + RTInz,. Im Gleichgewicht ist p/| = 1*¢%, und eine

dhnliche Rechnung wie in Kapitel B9.5 fithrt schliesslich auf Gl. (161)

(EﬂnxA) _ A H (161)
P

orT RT?

die die Siedekurve im Phasendiagramm beschreibt. Wenn man weiter verein-
fachend annimmt, dass die Siedeenthalpie A,q, % im kleinen Temperatur-
bereich von T, der Siedetemperatur des reinen Losungsmittels A, bis T', der
erhohten Siedetemperatur der Mischung A + B, konstant sei, ldsst sich GL.
(161) einfach integrieren. Analoge Vorgehensweise wie in Kapitel B9.6. fiihrt
dann mit den Naherungen

1 1 _T-T;
T: T TiT

(=)
In{— ) ~uxp
T A

zum folgenden Ausdruck fiir die Siedepunktserhohung AT =T —T%

und

RT*2
AT ~ A
Ay H7 P

(162)

Die Siedepunktserhohung ist ndherungsweise wieder unabhéngig von den
Stoffeigenschaften von B, sie ist nur abhéngig vom Molenbruch xg. Dies ist
also ein weiteres Beispiel fiir eine kolligative Eigenschaft. Eine mogliche
Anwendung ist wieder die Bestimmung des Molekulargewichts Mg des gelosten
Stoffes B mit Hilfe von Gl. (160b) und Gl. (162) (Ebullioskopie). Diese Me-
thode findet aber heute kaum mehr Anwendung.

9.8 Anschauliche Begriindung fiir Gefrierpunktser-
niedrigung und Siedepunktserh6hung einer Mischung
A+ B

Das folgende Diagramm beschreibt schematisch die chemischen Potentiale
in der festen, fliilssigen und Gasphase als Funktion der Temperatur. Bei der
Temperatur, wo die chemischen Potentiale der festen und fliissigen Phase
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u
A
_— fest
\
) reine Fliissigkeit, "
Mischung 4 + B .\ Gas
; - » 7
T T
Gefrierpunkt Siedepunkt
\‘\/d
oo/
Erniedrigung Erhohung

gleich sind, ist der Gefrierpunkt, und bei der Temperatur, wo die chemischen
Potentiale der fliissigen und der Gasphase gleich sind, der Siedepunkt. Unter
der Voraussetzung, dass das geloste B keine Mischung im Festkorper eingeht,
andert sich p der festen Phase bei einer Mischung nicht. Unter der Voraus-
setzung, dass das B nicht in die Gasphase iibertritt, &ndert sich auch p der
Gasphase nicht. Das geloste B erniedrigt aber das chemische Potential der
Fliissigkeit (gestrichelte Linie), denn

pl = pi{'+ RTInx,,

Der letzte Term auf der rechten Seite ist negativ, denn in der Mischung ist
ja x4 < 1. Damit ist aber z/ < 4", Aus dem Diagramm ist offensichtlich,
dass das zu einer Gefrierpunktserniedrigung und Siedepunktserhthung der

Mischung fiihrt.

9.9 Osmotischer Druck

Wenn man eine Losung A + B hat, die durch eine nur fiir A durchléssige
Membran vom reinen Losungsmittel A getrennt ist, dann kann sich A zwi-
schen beiden Zellenhélften frei bewegen, B aber nicht. Bei gleichem Druck p
und Temperatur 7" hat man daher in der Zellenhélfte, wo nur A ist, pua = u%,
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A+ B

A halbdurchléssig

\ J

dagegen in der Zellenhilfte, wo A + B sein kénnen, pgq = p'y + RT Inx4. Da
hier der zweite Term der rechten Seite wegen x4 < 1 negativ ist, ist das
chemische Potential p4 in der Zellenhélfte mit A + B kleiner als mit nur
A. Es herrscht also kein Gleichgewicht. Ein Potentialunterschied bewirkt im-
mer einen Stofffluss, hier muss also Stoff A in den Bereich A + B, wo ein
tieferes Potential herrscht, hineinfliessen. Dabei erhoht sich der Druck in der
Zellenhilfte von A + B solange, bis sich eine Druckdifferenz IT aufbaut (sie-
he Skizze Experiment), so dass die chemischen Potentiale gleich werden . II
nennt man den osmotischen Druck. Wegen der Druckdifferenz baut sich in
dem abgebildeten Experiment eine Fliissigkeitssdule der Héhe h auf (hydro-
statischer Druck). Aus einer Messung der Hohe h der Fliissigkeitssiule kann
man dann den entsprechenden osmotischen Druck II bestimmen. Fiir eine
quantitative thermodynamische Berechnung muss man zunéchst wissen, wie
1 vom Druck abhéngt. Mit Hilfe einer geeigneten Maxwellschen Beziehung

finden wir 3 9V
), (),
ap Tn; anz T,pn;#1

Damit ist also in der Zellenhélfte von A+ B, wo im Gleichgewicht der Druck
p + II herrscht

Pap+n = Ha, o+ BT Inwy (164a)
In der Zellenhélfte nur mit A dagegen ist bei dem Druck p

/"LAap = lujzl,p (164b)

Im Gleichgewicht sind beide Potentiale gleich. Die Ausdriicke gleichgesetzt
gibt
Wap=Hapsn+ BT Inzs (165)
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Gl. (165) nach RT In x4 aufgelost gibt

RTInwg =y, — ia,yn (166a)
P
= / Vin,adp (166Db)
p+1I
»
~ Vi, A / dp = — m,AH (166C)
p+TI

In Gl (166b) hat man GIl. (163) integriert eingesetzt. In Gl. (166¢) hat
man des weiteren verwendet, dass in der Fliissigkeit das Molvolumen V;,, 4
ndherungsweise gar nicht vom Druck abhédngt. Verwendet man im Weiteren

die tibliche Ndherung Inz4 = In(1 — zp) &~ —zp fiir kleine 2, so erhdlt man

aus Gl. (166¢)
RT

Vm,A

Der osmotische Druck II ist also in diesen Naherungen von den Stoffeigen-
schaften des gelosten Stoffes B unabhéngig und héngt nur vom Molenbruch
xp ab. Dies ist also ein drittes Beispiel fiir eine kolligative Eigenschaft.
Wichtige Anwendungen sind z.B. der Transport von Fliissigkeiten durch Zell-
membrane, oder die genaue Bestimmung der Molmassen Mp von gelosten
Stoffen (Osmometrie), wobei man Gl. (160b) und GI. (167) verwendet. Da
die thermodynamische Herleitung von Gl. (167) eine ideale Mischung vor-
aussetzt, sieht man oft in der Realitdt Abweichungen, insbesondere wenn zpg
gross ist. Fiir genaue osmometrische Messungen kann man diese Abweichun-
gen berticksichtigen, indem man II fiir verschiedene mpg bzw. xp misst und
grafisch auf mp — 0 bzw. xg — 0 extrapoliert, wo ja im Allgemeinen ideales
Verhalten vorliegt (siche Ubungsaufgabe zur Osmometrie).

1=

Tp (167)



